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　　Abstract: In this paper, we discuss characterization of monotone functions by the superior
and the i?erior limits, we summarize these results as Theorem ４.1 and 4.2. The main re-
suit is that the function fix) is continuous and nondecreasing on an interval /if and ｏ･nlyif
/(x) satisfiやsﾚ2) or 3) in Theorem 4 . 1. In order to prove this theorem, we investigated
the relations between the monotone functhion fix) and two series {心} and {/(xj}. In the
cour卵of the investigations, we found some properties of monotone functions with regard to
the upper and the lower limits and to the superior and the l?erior limits of the series {ｘ｡}
ａｎｄぴ(xn)}. We wrote them down in § 2 and§ﾆ３．　　　＝　　　．･．･･．　　　　　　　　　　　･．
　　　　●●●　●●　●●　　　　　　●●●●●●●●1ま　じ　め　に　　　　　　　　　　十
　数列{辿が収束する･つまりlimxnﾆ９゛oであるとき･関数/(功＼が゛ニ゛で連続ならば':ぷ加ﾉ(゛)
ニバj朧戸)が成り立フ．ところが･定理４．１から明らか＼なように√必ずしも収束しない一般の
数列臨}に対しては，たとえ／が連続であっても次の２つの等式十　　　　十　＼　‥　　……
洲ソ(・･)づ(阻紆, lim/(叫づ俵Ｐ.)
は一般には成り立たない。　　　　犬　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∧
　さて，一般の数列{心}に対し，上の２つの等式が成り立つような普遍的な関数のクラスは存在
するのであろう｡か。この疑問が本小論令まとめる動機となった。その疑問を追求する中で関数バｘ)
の性質と，数列{辿および{fix｡)}とのかかわり合いが次第に明らかになってきた。その内容は
§２と§３に詳しくのべるが，それをもとにはじめの疑問を，定理４．１の形で解決することがで
きた。
　もっとも，定理４．１自体は§２と§３を経なくとも直接証明することができ√その証明ばあと
がき″に与えておいた。この定理の有効な応用例は今回は何も記さなかったが，いずれ機会を見て
まとめたいと考えている。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ
　２　　　　　　　ト高知大学学術研究報告　第38巻し(1989年)　自然科学　　　十
　し　　：　　.y　　＼　　し　▽ト§1し.･序十　　論　　　Ｉ．¨　･：･．．･･．･･　　　　　・．
ここでは，§３以降用いられる記号や関数fix)および数列臨}に関する定義や仮定を一括して
まとめておく．　　　　　　　　　　　　　■■　　　　．Ｉ　　．　　　　･．　．　　．　　・　　　　　．　　．･
　区間７とは,犬有界閉区間[ａ．ｂ]，有界開区間(a, b),有界右半開区間[α,わ],有界左半開区間
(a, bl右無限区間泌,十・つ)またはＧ,十に・)，左無限区間(一叩澗または(一気昿そして無限
区間(－c・:)，十(ｘ))のいずれかとする．ただし,トａとｂはα＜６なる実数である．　　　　　　上
　関数バｘ)はすべて区間７で定義され，任意のが≡７に対して/(x)は有限値とする．また√／が
7で増加または減少関数であるとは， Ｐ，　ｑ＾Iでμ＜々であるとき，それぞれ/φ)写/(々)または
かな)≦プ(ｐ)が成り立つときをいう．また／が区間/で片側連続であるとは，／が７で右連続かま
たは左連続である時をいう．　'　　　‥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犬
　数列{ｘjはすべて区間／における有界列とし，その上極限limx｡と下極限上血恥とをそれぞれ
極限値丿忌艇Rや)トとj胤(恙y･)ど定義すｓ．数列{゛}＼が非有界ｏ場合T°も畔以舜゛)証明
を適当に修正するﾚことjにより，そこでの議論はすべて成り立つ．任意の正=の整数zzに対して，
磋汲゛゛･虐か（囲如‰U鶏゛等はすべて./の元とし√もし忿霞ﾑ゛が存在する場合にﾚはその極限値
も７の元とする．ニ　犬　　　　　　　　ニ　　　：　　．　　・　　．･･．　　　･-　・．．／Ｉ．・　　・　．：１
　　　　　　　　　　　§２．数列の上限と下限による単調関数め特徴づけ　　　　　　　十六
　数列｛ｘ,｝⊇1の部分列｛i,｝Lj（,z≧1）の上限および下限を用いて区間7上の単調関数fix)を
次め命題２．１と２．２の形で定式化することができる。しかし，片側連続な単調関数の場合には，＝
命題２．３と２．４のようにさらに精密な形で定式化することができる。六十　　　　　　　　………
　命題2.1 .区間７における任意の数列{ｘ｡}および任意の正の整教削こ対して，次の３つの条件
は同等である．　　　　ニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　尚
　１)　　　　　　　　　ト　ゴ(ｘ)＼は７で増加関数である，　……ト　　　　　　　十　　ノ
　２)　　　　　　十鼠yT(゛)≦ｿ(sup Xk)に　　　　　ｙ　………　……
　３)‥‥‥‥　‥‥‥／皆か･)司式/(功･　　／　･．．．．．･　　　・・．･　･･．･
　証吽　1)ニニ゛2)ｏ証明：ん芦叩)ときは･゛勺蔀.･゛セありｲや増加性かラノ(ｈ)訂(ｶ践づ゛)
であるから･超び(゛)≦/(が鸚や)る得る・イ゛゜て2)が示されな・　　　　　十　ト　…　……
　2)⇒1)の証明÷ｐ, ｑＥＩに対してρ＜9とし，数列{臨}をX2u-i=p, X2n= q(n =1, 2,…)と
し不定義する．そｏとき･超Ｕ゛9･池び叫)ニ叩八八砂ソ(9)}となる力?ら･条件より冰の
式が得られる．　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/
　　　　　　　　/(p)≦max{/(p),/(g)}ニ挫丿(や)≦/(昔R゛)＝八,ｑ).　‥‥‥‥　　‥‥
従って／は7で増加関数である．　　　　　　　　　　　　　　　上　　　　　　ト
上極限と下極限による単調関数の特徴づけについて（中田・新関） ３
　1)⇒3)の証明：ゐ≧“の:とき必μ゛≦゛であり'ﾚﾉの増力唯から/(inf Xk)≦/(゛)であるから'
/皆が)樫だ/(゛)を得る．よ９て3)が示されたレ　　　　＼　ト　　　＜
　3)=>1) 0証明ノ)ニ゛!)０場合と同様叫して数列<{ドレをプくﾉれば,迦いにp, inf / (xfe卜
min{/(p), f{q))である．従って/(p)¬バ息いＪ≦迦ジT(゛)９ ・in{f(p},f(q}}≦/(9)が得ら
れるから，／は7で増加関数である。 (証＞･一一終)
　注意2.1.←一一ｉ般に/(ｘ)が区間7で減少関数である＼こととレーfix)が７で増加関数亡あること
とは同僚で.ある?また，数列{祠と任意の正の整響硝浄えられたﾉ々き'挫R(７耐７７虐い^お
よびj託(‾゛戸― sup anが成り立つ．以上のことに注意すTれ叫次の命題2ヶ2jは命郷２ ．１ から
ただちに導かれる．そして，命題j2レ1と命題2. 2とは内容的には同-=-のものであしることも容易
に確かめられる．　　　　　　　．Ｉ　　　　．　　　　　･Ｉ　　．･･．　　・　．　　・　♂　　　・　　．　． ・　　･．Ｉ･．･・
　命題2. 2.区間ノにおける任意の数列{ｘ｡}および任意の正の整数刻こ対して，次の３つの条
件は同等である。　　　　　　　　　　　づ　し　　　　　　　　　　　　　　　　ニ
、?????? ?
??
/(ｘ)は7で減少関数である，
／(が咽゛)≦lintf(xk),
が囲／(゛)賢治ヤ｀)．
　注意2. 2.命題２．１において，1）がいえても2）と3）において必ずしも等号は成り立たない。
その具体例をそれぞれ反例２．１と反例２．２にあげておく６　　　　　　　　　　　し
　以下/.(x) (1≦ｉ≦４）はいずれも閉区間／＝［一丁，１］で定義された関数である。　ト
反例2. 1 .数例{ｘ｡}はｘ｡＝一有で定義し, /.(社は次の形で定め奉。
叩寸土に:よ
ごとき/1はjで増力【】関数であり，いしかも恩ｌ:f^{x･)ニー１＜１づ1ぐo)＝/1(挫1ｘ・)である・
反例・２ﾄ数例{臨}肆＼臨＝ふ七走義し，几(功叫次の形で定y)るﾚ　　　　…………
几(ｘ)
１（　Ｏ＜ｉ≦１），
１（－１≦･ｒ≦Ｏ）．
　ご)ときみは7で増加関数であり'しかも/2皆!＼゛)７八(ｏ)サ71く1二虐1几(゛)であjる。
　命題２．２の場合にっいても同様のことがいえて，次のような今と類似の反例をつくることがで
きる。すなわち，　　　　　レ　　　　　　　　　ニI　　　　　　　　　　し
反例２．３レ数例｛ｘ｡｝はｘ｡＝一右で定義し，八（ｚ）は次の形で定める。
４ 高知大学学術研究報告　第38巻(1989年）　自然科学
れ寸ﾄﾉに①
このとき/･cま/で減少り奏1数でやり･しかも石垣Mμ^)デ/sCo卜７ １く11tだ九(゛)である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”　　　　Ｉ　・　■
反例2. 4.数例臨}はｘ4＝÷JFで定義し，ム(ｘ)ほ次のJしで定める。‥‥‥‥‥‥　‥‥‥‥　‥
ム(ｘ)＝
－１（　０＜ｘ≦１），
　１（－１ぶｘ≦Ｏ）．
このとき/,は7亡減少関数であり，しかも辿tl/,(卒)＝¬1＜1ナノ,(Ｏ)＝み皆lｘ,)である。
トところで，命題２．Ｊおよび２．２においては，／は区間7でそれぞれ単に増加およこび減少関数で
あった．しかし／に片側連続の条件をつけ加えると，命題２．１および２．２はもっと精密な形Tで
表現することができる．すなわち，命題２，１と２．２で不等号であったものが，次の命題２．３と
２．４では等号が成り立つようになる．　　　　　一犬　　　し　＼　　　　･...･.　　　　･･　　･･
　命題2. 3.区間／における任意の数列耘｡卜と任意の整数。に対して，次の1）と2）が成り
立つ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　ト
　1）/（ｘ）力行で増加左連続であるための必要十分条件は次φ等式が成り立つことである。
(2. 1) 昌ll/(゛)ニ/(sup゛)
,るための必要十分条件
虐ジ(砂づ皆か･)
2) fix)がﾉで増加右連続であるための必要十分条件は，次の等式が成り立づことである。
　■■　
証明．１）必要性の証明:犬命題２． 1 ゛)２)より地び(J^）≦／(認い^）を得る．次叫・任意の
　正の整数″に対してわ“ニガ独゛とおサば’任意の８＞lｏに対して乱‾゛＜恥(ゐ≧″）となる云が
▽存在する．従゛s)て／の増加性より’／(わこ０≦／(゛)芦超ＲｙT(゛）とな恥ここで６‾゛ｏとすれ凪＼
／の科こおける左渾続性により／(認Ｕ６)≦起び(゛）を得る６従゜七（２バ）が示岑れた．
　　十分吐め証明：／の増加性は，命題２．１より明らかである。次にソの＼左連続性を証明しよう｡
　坪意のｘ，∈ノに対して・心≦ｘ－１≦ャＧニ１, ?，¨゜)Tごぷ鬼ｘ。＝ｘｏとな弔数列｛幻今とる。そ
　jのとき，任意の正の整数削こ対して池い‘刀訟汗ニ゛，が･＼ま.たバ)増加性ょり辿び(ｈ)刀ぬ
　/(゛）が成り立!)．従゛s)て（２． 1）ょり／(゛）ニノ(超ＵＪＴ超び(゛)刀迦ブ(゛）でぁるかや
(2. 2)
上極限と下極限による単調関数の特徴づけについて（中田・新開） ５
次に／の右連続性帝示そう．任意の゛，∈」1に対して・１:，≦゛'ヅ゛(“午1・２ｊ¨='）Tc・,1=洸゛･ニ
゛，となる任意ｏ数ダリ{゛}をとる．そ゛)とき・任意？正め幣数ｊに対して忿ド゛回有゛タ゛，およ
び/9増加性から迪ジ(゛)刀他ノ(゛)が成り立゛s)．従゛5て･(牡2)よりj坦ソ(坤÷迦び(゛戸
　注意２．１より次の命題２．４は，命題２．３からただちに従う。そして命題２，３と２．４とは
内容的に全く同じものであることが確認できる。　　　　　　　　　。　犬　　　　　　十
　命題2. 4.区間７における任意の数列{ｘ｡}と，任意の正の整数削こ対して次の1)と2)が成り
立つ。　　　　　　犬　　　　　　　　　　　＼　　し　　　　　　　　　　し
　1) fix)力汀で減少左連続であるための必要十分条件は次の等式が成り立つことである。
　ニ　　　　　　　　　　ｊジ(ｘ心＝∫(sup Xk)　　………………
2)バｘ)力汀で減少右連続であるための必要十分条件は次の等式が成り立つこと/である。
超ヅ(゛)ニノ皆か^)
§３．片側連続な単調関数の上極限および下極限による特徴づけ
　この節では区間｣1で定義された関数fix)の片側連続性と単調性とを，２つめ数列{ｉ｡}と{fix｡)}
の上極限と下極限で表現する．ニ　／　　　　　　　　　　　ニ　　ニ･．．･．．　　・．　ニ
　まず，卜,χ)が区間７で増加関数である場合を考えよう．　　　　　し
　命題3.1./における任意の数列{ｚ｡}に対して次の1)と2)が成り立つ。……
　1) /(x)力行で増加右連続であるための必要十分条件は次の不等式が成り立つことである。
(３．１)　　　　　　　十丿取ｿ(ｔ)≦バF互臨)
＼2)丿Ｇ)力行で増加左連続であるための必要十分条件叫次の不等式が成り立つことである。
　(3. 2)　　　　　　　　　　/dim心)≦ﾑｂ丿(心)
　:証明｡　1)必要性の証明：　任意の正の整数(に対しで6戸が鸚゛とヤけば沁1≦&･および
　limbn = lim臨が成り立つ。従うて／の右連続性から，命題２．１の2)においてzl→(ｘ)とすること
により(3. 1)が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｡｡･
６　　　　　　　　高知大学学術研究報告∧第38巻尚(1989年)＼自然科学
　十分陸め証明：　命題２レ１の証明め中の2)⇒1)の場合と同様にして数列{臨}をつくれば，
具ｘ４ニg,J而/(゛押φ゜凪fQ?)ソ(9)}であるから(3:．１)ぷり/φ)≦maバf(plf(q)}サ
n-≫oo''≦バ顛匯)ニノ(9)幸得る．従って／は/で増加関数で弗る．次に,コ仕意のｉ，Ｅ７叫対
しでo≦゛゛l≦゛“(“二１丿2･¨･)か已佃ぴ^゛゛゜となる任意の数列臨卜を･≒る・ソの増加性と
(3±1)よりμヅ叫)二回ソ(ｘ･)≦バj玩升戸/Go)≦/(心)となり，こ弓でn-^ooとすれば，
μジ叫卜/(吊,)となる。従って／は吊＝ｚ,で右連韓となる・ｘりま｣吻任意の点だっなから／は
7で右連続である。　　　　　　　　　　　　　　　　上　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼
2)必要性(7)証明：　任意ｏ正の整数削こ対して１¬虐ぴ怖おけば，＆,≦Ｌ１(ｒ=１，２ ，‥･)
か已佃い二畿どが昨り哀う。従って／の布拝続性から，命題２．１の/3)においてね→りとする
ことにより, (3. 2)を得る。
　十分陸の証明：　ト上記1)の十分t生の証明で用いた数列{臨}に対しては, lim Xn = pおよび五ｎＬ
/(ふI)＼＝mihl{μｐ}げ(9)}が成り立つから,べ3. 2)より/(β)=/(lim万ｓI)≦垣ｎゴ(ふI)＝miln
{fip),f{q)}≦fiq)を得る。従って／は7で増加関数である。次に，任意の:Xo e/に対して，ｘ。
≦Ｘ・1≦xo(/i= 1,2,…)かつlim ｘ｡＝χoとなる任意め数列臨}をとる。そのとき上ｍｘ｡＝ｘo
であることと／の増加性および(3. 2)から／(臨:)≦バｘoI)＝/(μ皿≠)≦lira /(xn) = lim/(xn)
を得る。これよりμlソ(ｘ｡) = /(xo)となり，ゴ(ｘ)はX = Xoで左連続である。 ｘバμ め任意の席
であったから／は7で左連続で＼ある。　　　　　　　　　　十
　　　　　　　　‥　　　　　　　　　　　　　●●●●●●　　　　　●●●　　　　●●　　　　　(証　終卜
さて，注意２．１で述べたことを考慮ずれば次の命題3. 2は命題3.」からただちに従う。
命題３．２ ． 区間７における任意の数列{恥}に対して,＼次の1)と2)が成り立う．∇
1) fix)力行で減少右連続であるための必要十分条件は，次の不等式が成り立プことである．=
(3. 3)　　　　　　　‥‥‥‥　ｙ９]而戸)≦j朧ｿ(゛)　．･．　・．･・．　　　･･・．　　・．・
2) fix)力行で減少左連続であるためめ必要十分条件は√次の不等式が成り立つことであ名．
(3･゛ 4)　　　　　●　　　　　　　尹雍/(゛)≦/洪恩臨)　　　　＼　　　　　　　　　　ニ
　注意3. 1 .上記２つの命題の（３．１）－（３．４）においては必ずしも等号は成り立たない。
注意２．２で与えた反例2. 1―2. 4がそれぞれ，それらjの例となっている。‥‥‥‥‥j
ところで，単調で片側連続な関数/(ｘ)は，命題3. 1と３．２で示ざれているように，　うまく
必要十分条件で定式化することができた。しかし，次の補題3.犬3と３．４は必ずしも必要十分条
件の形で定式化することはできない。それら２づの補題は，命題２．３と２．４において7tヤ(ｘ･と
上極限と下極限による単調関数の特徴づけについて（中田･新開） ７
すれば，一見必要十分条件で定式化されてもよさそうにも思えるが実際はそうではない。そのあた
りが上限，下限と上極限，下極限とのちがいの微妙なところか。　　　　　　　　　　　　　ト
さて. fix)が区間７において増加関数である場合に,は次の補題が成り立つ。
　補題3.3. fix)は7上で増加関数とし，｛ｘ｡｝は７における任意の数列とする。そのと/き，次
の1）と2）が成り立つ。　　　づ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥　　　　十
万1）/が／で右連続ならば次の不等式が成り立つ。　犬　　　十　　　　　　　　　／
(3. 5) 血!/(ふ)≦/dim X,,)
2）/が7で左連続ならば次の不等式が成り立つ。
／(３ｊ･･６ )　　　　ノ　　　/(lim Xn)≦lim/(xj一一　　＞　‥‥‥　‥　‥‥‥‥　　‥
　証明｡1) lim Xn = a:oなる任意の数列臨}に対し，その部分列脳}で次の/ａ)またはb)ﾉを満た
・。　･･　八几→(χ⊃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･･　:　・　　・　・
すものが存在する。　　　　　　　　/　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●●●●●●　●●
　ａ)　　　　　　　　　　　　　ｘo≦ｙ＋1≦jy｡(元= 1,2,…)，ぷ既多= Xo,　　　　　　‥十
　b)＼　　　　　　　　　　犬jy･≦jy・-1≦・0 (jl = 1 ・ 2 ･･゜¨)･ぷ批ﾀ･ニ゛に　　　　　＼　大
脳}が{扁の部分列であることと，／が７で増加右連続であることからａ}の場合は
　　　　　　　　ニ　･lim fix｡)≦ﾕ血L/(vJ=lim/し,)=/(xc)三八万血ｔ)Ｉ　　　　ト　ト　………
となり，またb)の場合も同様にして　‥‥‥‥‥‥　‥‥　　‥‥
　　　　　　　　　lim /(x≫)≦ﾑはｍこ/T(ｙ)＝1≒プ＼(ｙ)≦バ恥トバMrnxrd
　　　　　　　　　rl→○０　　｡.　r1→○○　　　　π→∞｡　　一一　　　　　　Z1→CX)･
が示される。よって(3. 5)が示されたO　　　　　　　　　　I　　　■･　　　　　　　　　　　　　■■　　■
　2)酉豺ごヤなる任意０数列{辿に対しレその部分列{吋で，1}の場合と同様呼して，上
のａ)またはb)を満たすものが存在する。{祠が臨}り部分列であること/に注意すれば，ａ)の
場合は／の増加性からコ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
　上　　‥‥‥八取戸づＧ,)刊枢ソ(ｙ)¬洲ソ(ｙ)斗面ｿ(功
‥‥‥‥‥=
を，またb)の場合はy'の左連続性から　　　　　十　　　　　　　　。・・。。･。　　・。・。。　・・。
　　六十　　＼刈亘功づＧ,)＝μヅ(ｙ)月面ｿ吊)斗示ソ臨)／
を得る。よって(３｡６)が示された。　　　　　　ダ　　　　　　　　　　＼　　　(証／終)
　ますこJ収)が減少関数である場合には次の補題３．４が成り立や6その証明は注意２．Ｊにより
補題３．３から容易に導かれる．　：　　　　　　ト　　　＼　　・．．･．・．　　　・．．　　　・．．・
補題3.4. /(x)は7上で減少関数とし，臨｝は７における任意り数列とする。そのとき。次の
1）と2）が成り立つ。　　　　　　　　　　　　　　　　ト　　ト
1）ブが/で右連続ならば次の不等式が成り立つ。　　　　　　　　　　尚
(3. 7) 外纒,｡)ｓ具/(xj
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2）fがIで左連続ならば次の不等式が成り立つ。
（３
’
８ ）　　　　十　＼　/j贈ブ（゛）≦/（ぶ元み）
　注意3. 2. 4つの不等式（３．５）－（３．８）△の場合にこは必ずしも等号は成り立たない。その
例はすべて§２の注意２．２で与えた反例２．１－２に4の中比あiる。すなわち, ( 3 . 5 ), ( 3 . 6 ),
(3. 7)そして(3. 8)の場合はそれぞれ反例2. 4, 2ン3, 2. 2そしT2. 1が等号の成り
立たない例となっている。　　　　　　　　　　　　　　レ　　　　　十
§4.連続な単調関数の上極限および下極限による特徴づけ
　この節では本小論の最終目標である定理４．１と４，２とを証明する。 /(x)が区間７で片側連続
の場合は，命題３．１と３．２が示しているように，単調関数の特徴づけは不等式でなされた。し
かし／が/で連続の場合には，今からのぺる定理４ト１と４／２のようにレその特徴づけは等式々もっ
てなされるのである。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･●　　　　＼
さて, fix)が区間7で増加関数である時には次の定理が成り立つ。
　定理4.1.区間７における任意の数列{ｘ｡}に対して次の３つの条件は同等である。
　i)　　　　　　　　　　　　　/は／で連続な増加関数である，　.・　･..･.･･　･
･.　・.　　･.
　2)十　　　　　　　　　　‥　‥‥‥ぶ瓦/(i'I)ニノ駆感∧゛)･．･．･．・．・．　　　･
･．．･　．．　．・　．･･　　　　．･．
　３)　　　　　　　‥　　　　　　　∧血i/(x,) = /(liin x≫).　　　　　ト　　　　　　△
　証明.1)⇒2)の証明：　丿は連続であるから，命題2√3の(2. 1ト)においてπ4C・)とすれば
2)が得られる．　　　　　　　　　　　　上　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　十
　2)ニ゛1) O証明＝　2)よりJ取ﾉ(心)悩バ囲匯)でもある.かう命題3.1……1の1)より／は７７増
加右連続である．次に／の左連続性を証明しよう６任意の這亡μこ対し,ふ≧ｘ乱gxo(n= 1 , 2,
つかフμ乱臨ニｘ,なるすにおける年意め数列臨トをとる．そｏとき／は７で増加であるから，2)
よりj次の式　　　　　　　　　‥　　　　　　　　　　　　　　　　　▽　　　十　　　　　　　　ニ
＼　　　十洲ソ(臨)付加ソ(心)＝巧取戸)＝バ佃汗)づＧ,)‥
を得る．よっ七／はｘ十ｷﾞ,で布連続となる・ｘ,は７め任意の真であﾄつたか＼ら／は7で左連続である．
　1)⇒3)の証明：　プは連続であるから，命題２．３の(2. 2)においで,zら(ｘ)とすればよい．
　3)⇒1)の証明:　3)より／世血臨)≦J血丿(ｓ)でもあるから命題３．１の2)犬より／は７で増
加左連続である．次に／の右連続性を示そう．任意めXo G / {こ対してｘ,≦ｘa十･1≦x.(n= 1,2,
…)かつj醜X≫=Xoなる７における任意の数列{扁をとる．その々き,ブはﾉﾀ増加であるから･
3}より次の式　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
　　　　　　　翁ソ(臨)Ｔ畿ソ(゛ト√西乎ヤ杓単声)づ吊)犬
上極限と下極限による単調関数の特徴づけについて（中田ｉ ｀9
を得る。これより丿はX = Xoで右連続となる。 ｘoは／の任意の点だったから／は7で右連続となる。
以上より石本7で連続である。　　　＜　　　　　　　犬　　　　　　　　　　　　　　　　　づ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　犬　　　　　　　　　（証　終）
　fix)が区間7で減少関数のときは，次の定理４．２が成り立七)が，それは注意２．！をみれば，
定理４．１から容易に導かれる○　　　・
定理4. 2. /における任意の数列{ｘ｡}に対して次の３つの条件は同等である。
1)　　　　　　　　　　ト　ブは７で連続な減少関数であ:る√
2)　　　十　　　　　‥‥‥‥ぶm/(xj =八戸思ぬ)'＼　　‥　‥‥‥
3)‥‥‥‥‥‥‥　‥‥‥ルソ(４)づ西匯)。こ‥‥‥　　　‥‥‥‥‥
　　　　　　　　　　　　　　　　あ十と　が　き＼　　　　　　　＼
　はじめにものべたように，定理４．１は§２と§３を経なくとも直接証明することができる．し
かし，単調関数を上極限や下極限で定式化することの意味，そして関数:ﾉの連続性の度合いに応じ
七結果が命題３．１や３．２のように不等式になうたり，定理４．１や４．２のように等式になった
りすることの理由等を知る上で，§２と§３を経由して定理丸１に達した方が見通しがよいよう
に思われる．　し　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　／　犬　上　‥‥　‥‥‥‥
　以下,し定理４．Ｌを直接証明してみよう．つ　　犬　　　　．･･．　．．･　･･　　･．　．・　　．･　　　．．･
　定理4.1の別証明
　1)⇒2)の証明：{臨}をノにおける任意の数列とす恥＼芦ニたまお(″ニ1･･3・'¨)と淘けば
心≦6･(ん≧４)およびj鶏＆ニj良心が成り立7)。し従って／の連続増加性から　　　　ト
(1)　　　　　　十三囲ソ(ごヽ)刊址ソ(ｏ＝バ昂弗卜　　し　　　　十
到
る。それらを改めてxm(.n= 1,2,…)とおけば,上数列{xKn-)}はもとの数列{辿の部分列で,コXo ―
ε＜心(･)Ｇニ１７，…)である６よって／の増加性からバｘo－ε)≦酉似(心(必)号囲ソ(ｓ)とな
る。ブは連続であったからε→Ｏとすれば，　　六丿　　　　　　　　　ト
(2) ﾊﾞj瓦x≫)=/(xo)≦ぶ縦y'(ｘ｡)
を得る。よって(1)と(2)から2)を得る。　　　　　　　　　　　　　　　/
2)⇒1)の証明：　／が7で増加関数となることは，命題3.し1の1)の十分匝を証明した時と同
　10　　　　　　　　高知大学学術研究報告い第318巻犬(1989年)ニ自然科学　＼
様の考え方で，証明することができる。さて,丿の連続性を証明しよう。 ｘoを7の任意の点とし，
次の条件　　　　　　　　　　　　　　∧　　　　　　　　　　十　　ト
　　　　　　　　　　　　臨≦ら｡1≦ｘo≦ｙ≦ｙパU= 1, 2 ●,…)　　　　　　　　　　　　　，
を満たず7における任意の２つの数列＼臨}としト膏々る。そのとき√JがIで増加であっだから，
次の式　　　　　　　　　　　犬　　　　　　　　　　　　　　●●　●●●●●　●●●●●●●●●　●●　●●　　●●
　　　　　　　　　　　八ｈ)≦/(心＋1)≦/(ｘ,)≦八分)≦プ(j叫1)
が成り立ち，さらに2)から　　　：　　　　　　し　　　　ニ　ニ　△　　ヶ　　　　　i＼
　　　　　　　　　　　lim/(x≫).= lim.バム戸戸]rＥ心)＝バ!imエ)＝戸ふ)，　　　才六
　　ニ。　　ト　ニ訟ソしト=洲ソ(ｙ)づ(取丿)づ(叫声)づＧ,ト　　　十
が成り立つから，バｘ)はX = Xoで連続となる。ｘoは71の任意の点だったから,ニノは７で連続で
ある０　　｡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　・　　・　■■　　　■
1)⇒3)の証明：／におけjる任意の数列{゛}に対し七'満千迦ド゛(″ニ１・ ２ぐつとおぐそ
のときろ｡≦Xkik≧功およびlim b｡=Jim ｘ｡が成り立つ。従って／の連続増加性から
(3)　　ト　　…………　　八lim Xn) = limバ○≦J鋤ゴ[功‥‥‥　　　　‥‥‥‥‥‥‥　‥‥7　　　十
を得る。次に，]旦ｍ心＝ｘoとおけば，任意のε＞Ｏに対しXXh<Cxo十εとなる臨は無限個存在す
る。そのようなぬを改めXxKn)(n= 1レ２，…)とおけば，数列谷６)}はもとの数列{Ｓ}トめ部分列
となる。よって臨(,)＜ｘo十£ (≪= 1,2,･‥)となるから，／の増加性よりlim/(x｡y≦上皿バｘぬ))
≦バｘo十〇を得る。ブ陳連続であったからε→Ｏとすれば　　　ト
(4) lim fix｡)≦/(ｘ,)〒/dim Xn)
が成り立つ。ようて(3)と(4)から3)を得る。　　　　　　ニ
　　　　　　　　　し　　　　●●●●●●●　　　　　●●●●●●●●　　　●●　　　　　：　　　レ(証　終)
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